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Resumo

O coeficiente de Gini para distribuicoes com rendas negativas exige uma normalizacao.
Chen et al. (1982) propuseram um ajuste, mas a desigualdade méaxima ainda nao estava
bem definida. Raffinetti et al. (2014) propuseram outra normalizacdo, tornando o coefici-
ente bem definido. Na anédlise de um exemplo com dados da nossa pesquisa, o coeficente
de Raffinetti nao respeitou Pigou-Dalton, enquanto o coeficiente de Chen sim. No estudo
deste caso foi possivel definir uma normalizacdo que ao mesmo tempo esta bem definida
e respeita o principio da transferéncia.
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1 Introducao

O coeficiente de Gini G é um reconhecido indicador de desigualdade de renda, quando as
familias tém, todas, renda nao negativa. Usaremos as palavras “familia” e “renda”, em
vez de unidade e valor, mas a discussao ¢é geral, para qualquer distribuicao de valores.

Ao se tratar com sociedades escravocratas, considerando as pessoas escravizadas como
unidades familiares, um modelo possivel é imputar a elas renda negativa, o que constitui
parte do nosso conjunto de dados. Este modelo representa a renda gerada por pessoas
escravizadas sendo expropriada delas. Para distribuicoes com rendas negativas, a in-
terpretacao de G fica comprometida, pois a desigualdade méaxima corresponde a uma
distribuicao para a qual uma familia percebe toda a renda e todas as outras nada, e pode
ocorrer G > 1.

Para lidar com distribuigoes que admitem rendas negativas, Chen, Tsaur e Rhai (1982)
[CTR] ajustam a normalizagao do coeficiente de Gini propondo outra situagao de desigual-
dade maxima. Dada uma distribuicao (Yi,...,Y)s), com valores ordenados de maneira
nao decrescente e com a soma de todas as rendas ainda positiva, os autores consideram
a situacado em que os primeiras M — 1 familias tenham rendas negativas e positivas que
somem zero e a ultima tenha renda igual a soma total. Normalizando desta maneira
definem o coeficiente G* € [0, 1] e que coincide com G na auséncia de rendas negativas,
tornando possivel analises que ainda nao havia.

Raffinetti, Siletti e Vernizzi (2014) [RSV] encontram problemas na definigao de G*, mos-
trando trés distribuigoes significativamente diferentes com mesmos niimero de familias e
soma total de rendas, todas com G* muito préoximo de 1. Ou seja, a situacao de de-
sigualdade méxima proposta por [CTR] ndo determina a curva de Lorenz (isto é, pode
haver mais de uma distribuigdo que represente aquela situacao). Raffinetti et al. propdem
considerar, como situacao extrema, a distribui¢ao na qual uma familia recebe a soma das
rendas negativas, uma familia recebe a soma das rendas positivas e as outras M —2 familias
tém renda zero, e normalizam mais uma vez o coeficiente de Gini, definindo G* € [0, 1],
que coincide com G na auséncia de rendas negativas e que diferencia as distribuicoes
apresentadas nao distinguidas por G*.

A notacio G* ¢é devida a De Battisti, Porro e Vernizzi (2019) [BPV] e faz referéncia a “po-
larizado” (pois na desigualdade maxima hé os polos positivo e negativo). De Battisti et al.
adicionam novos exemplos aos presentes em [RSV], indicando cinco distribuigoes distintas
para as quais o valor de G* atinge seu maximo. Apresentam uma discussao sobre se esses
indices respeitam o principio de Pigou-Dalton. Eles definem a “compensacao minima” de
uma distribui¢ao com rendas negativas como sendo a redistribuicao que transforma em
zero todas as rendas até que a soma acumulada das rendas seja zero, preservando as res-
tantes rendas positivas. Ou seja, a compensacao é feita com as menores rendas positivas
possiveis. Provam que no caso da compensagao minima G* satisfaz o principio da trans-
feréncia (Pigou-Dalton), mas isso nao é automdtico para G*: existe uma condicao que
depende da razao entre os coeficientes de Gini (mesmo eventualmente maiores que 1) da
distribuicao original e da redistribuicao, e também das somas totais das rendas positivas
e negativas. Os autores apresentam, em um exemplo com dados reais, o calculo de G, G*
e GT, assim como uma analise desses nimeros.

Recentemente adicionamos & classe de exemplos existentes o calculo de G¥ para a dis-
tribuicao de renda em Juiz de Fora na década de 1870, considerando escravizados como



pessoas, como familias com renda negativa, a partir da metodologia de atribuicao de renda
aos escravizados discutida em Saraiva et al. (2022) [SMGG]. Conforme sugerido em [RSV]
entendemos que o valor G* = 0,94 calculado para a distribuigao analisada, embora nao
surpreendente, demandava, para uma andlise mais completa, também o célculo de GF. O
resultado G* = 0,94 nao é surpreendente pois a curva de Lorenz cruza o eixo x préoximo
de 0,93 e isto significa que a soma das rendas dos 93% mais pobres ainda é zero. E a
maximizacao de Chen et al. é justamente obtida quando a curva de Lorenz da redistri-
buicao considerada cruza o eixo x mais a direita possivel, entre z = 1 ez =1 — 1/M.
Obtivemos, para nosso conjunto de dados, G = 0, 76, mostrando que a inclusao de pes-
soas escravizadas na conta da renda resulta numa desigualdade ainda alta, mas nao tao
proxima da situagao extrema como G* sugeria.

Ao considerar distribuicées com os escravizados na conta da renda, ha outros cendrios
de interesse: a imputacao de renda positiva, estimando como seria a sociedade se esses
trabalhadores fossem livres e remunerados, e a imputacao de renda zero, estimando como
seria a sociedade se fossem livres, mas sem nenhum poder de compra. Em tais cendrios,
o coeficiente a ser calculado é G, pois neles nao hé rendas negativas. No cendrio de im-
putacao de renda zero, obtivemos G = 0.77, muito préximo de G¥ = 0.76. Ambos estes
cenarios, com a imputagao de rendas zero e negativa, sao redistribuicoes de uma mesma
renda total com o mesmo numero familias, da primeira para segunda diminuindo a renda
dos escravizados de zero para negativa e transferindo esses valores como renda positiva
a renda dos trabalhadores livres (proporcionalmente a sua prépria renda), ou seja, mo-
vimentando renda dos mais pobres para os mais ricos, sendo portanto o segundo cenario
intuitivamente mais desigual. Embora tais distribui¢oes nao sejam comparaveis no sen-
tido de [RSV], ambos os indices G e G¥' sao tentativas de se medir desigualdade de renda,
assim, a proximidade obtida nao era esperada. Raffinetti et al. identificam problemas
na definicdo de Chen et al., mas enfatizam a intencao inicial explicitada por [CTR] de
“tentar reformular e normalizar o coeficiente de Gini para que se possa comparar distri-
buigdes sem rendas negativas e distribui¢oes com algumas rendas negativas” (literalmente:
attempt to reformulate and normalize the Gini coefficient so that comparability can be at-
tained between the distributions without negative incomes and the distributions with some
negative incomes). Assim os valores obtidos com nossos dados nos deixaram curiosos em
relacao as condicoes para que estes indices satisfagam o principio de Pigou-Dalton.

O objetivo deste trabalho é aprofundar a andlise de distribuicoes com a presenca de renda
negativa, a partir das ideias geométricas presentes nas defini¢coes e propriedades dos coe-
ficientes de Chen et al. e Raffinetti et al., propondo uma interpretacao dos nossos dados
que responda satisfatoriamente as questoes apontadas. A secao 2 apresenta as definigoes,
comentdrios e interpretacao geométrica do coeficiente de Gini e suas normalizagoes. A
secao 3 detalha a construgao do cendrio de renda negativa como uma tranferéncia regres-
siva a partir do cendrio de renda zero e introduz um coeficiente normalizado que tanto
estda bem definido quanto respeita Pigou-Dalton no exemplo em questao.

2 Definicoes e interpretagao geométrica

Para justificar nossos calculos e ilustrar nossa analise, ambos baseados nas interpretagoes
desses coeficientes por areas determinadas pela curva de Lorenz, faz sentido revisitar a
equivaléncia de suas defini¢oes usuais, seja a partir da soma das diferengas absolutas, seja
a partir das areas.



Para um vetor de distribuicao de renda (Yi,...,Ya), tal que Y; < Yji; para todo j e
M
> Y; > 0, estao definidos a soma das diferengas absolutas

= M M
S=Y lY;,-Yl=2) > (¥;-Y),

ij=1 j=1 i<j

e o coeficiente de Gini G, como a razao entre S e o maior valor que S pode atingir para
uma redistribuicdo que preserva o nimero de familias e a soma todal das rendas. Se
consideramos apenas distribui¢oes com rendas nao negativas, é conhecido que S assume
seu maximo em (0,...,0,> Y;), portanto

G = S (1)
2(M—1) >,

Uma observagao sobre a definigdo do coeficiente de Gini é que se pode considerar (1) ou

S

=iy

(2)

Usando (1), teremos G(0,...,0,> Y;) = 1; usando (2), sempre teremos G < 1, pois na
situacao de desigualdade maxima temos G = 1 —1/M. As definigdes ficam mais proximas
entre si na medida em M cresce. No caso do nosso conjunto de dados, como o nimero de
observacoes ¢ M = 27985, a diferenca sera desprezivel (erro menor que 107%). De acordo
com [BPV], embora (1) seja a definigao original de Corrado Gini em 2014, ela nao satisfaz
o principio da populac¢ao de Dalton. A pequena diferenga nos permite trabalhar com (2),
a exemplo de [CTR].

A curva de Lorenz de uma distribuicao é o grafico de uma funcao linear por partes, com
i
1Y
contribuicao da i-ésima familia em relagao a soma total das rendas. Seu tultimo vértice é
(1,1). Na auséncia de rendas negativas, fica totalmente dentro do quadrado unitério do

plano cartesiano.

vértices (aop, bp) = (0,0) e, para j =1,..., M, (a;,b;) = (ﬁ, {yi), onde y; = éa

A curva de Lorenz é uma linha poligonal, portanto areas sao facilmente calculadas e
resulta que G é a razao entre a area de concentracao da distribuicao considerada e a area
de concentracao na desigualdade maxima. Se a distribuicao nao admite rendas negativas,
a dera de concentragao, denotada por B, é a area entre a curva da perfeita igualdade e a
curva de Lorenz. A dera na desigualdade maxima é B + C', sendo C' a regiao abaixo da

B
curva de Lorenz e acima do eixo x. Assim, G = .
B+C
Como escolhemos trabalhar com G = ———57—, entao B+ C' = 1/2. Se tivéssemos
2M 31 Y;

escolhido a defini¢ao (1), terfamos B + C' = = — —. A mesma convengao deve ser feita

2 2
para os coeficientes G* e GF.



(a) (b)

Figura 1. Curva de Lorenz na auséncia de rendas negativas: (a) um exemplo, (b)
desigualdade maxima para distribui¢oes continuas (B + C' = 1/2).
Fonte: elaboracgao propria.

A presenca de rendas negativas implica que curva de Lorenz determina areas A, B e C,
onde A + B é a area de concentracao, deteriminada pela curva de Lorenz e a linha da
perfeita igualdade, e C' é a area acima do eixo = e abaixo da curva de Lorenz. A drea A
¢ a parte da area de concentracao que fica abaixo do eixo z (figura 2). Na auséncia de
rendas negativas, A = 0. O coeficiente de Gini passa a nao ser mais um bom indicador de

A+ DB 1+2(A-0C),

B+C
portanto pode acontecer G > 1. Isso significa que a concentracao maxima precisa ser

repensada. De fato, no nosso conujunto de dados, calculamos G = 1.20.

concentracao, ja que sua definicao é equivalente a escrever G =

A 1

Figura 2. Curva de Lorenz para uma distribuicao com rendas negativas.
Fonte: elaboragao propria.

O ajuste de [CTR] para a definigao do coeficiente de Gini, isto é, para a drea de concen-
tragdo méaxima de uma redistribuicao de (Yi,...,Y)y), foi feito a partir do célculo de G

supondo, como hipétese simplificadora, que existe um nimero k € {1,..., M — 1} para o
k

qual > Y; = 0. Esta hipdtese ndo ocorre em geral, mas é importante para o raciocinio.
1

Se esse € 0 caso, obtemos



J=1li<y
9 k M
= 1 Sy - w2 )]
+1

Considerando redistribuicoes que preservam o nimero de familias e a soma total das
rendas, os autores consideram como caso extremo o vetor (Yi,...,Yy_1,> Y;) onde
M-1 . : L
1 Y; =0, para a qual o cdlculo do coeficiente de Gini é

G_1——+—Zyy],

M—1

sempre menor que 1 + > jyj, e os autores entdo definem G* como a razao entre o
j=1

coeficiente de Gini G e tal cota superior:

. 1+ (Ek?jyj - % y; (1 +2(M—J')))

. o 1 k+1
G" = ) M-1 o ) M-1 ) (3)
1+M21Jyj L+ 57 X Jy)
Jj= j=1

Desse modo, na auséncia de rendas negativas, k = 0 e G* = G, portanto G* assume seu
valor minimo, G* = 0, quando cada familia tem a mesma renda (y; = y; para todo par
. . , M-1 . o . N
i,7). Como, mesmo com rendas negativas, o nimero Zj:1 Jy; € positivo, na situagao
extrema k = M — 1 tem-se

e podemos criar exemplos de distribuicoes que tenham G* tao proximo de 1 quanto qui-
sermos, pois M — oo = G* — 1.

A interpretacao por areas, comparando a area de concentragao com a area na desigualdade
méxima é, a exemplo de GG, simples e intuitiva: a equacao (3) implica que uma maneira
equivalente de se calcular G* é (lembrando que estamos considerando B + C' = 1/2),

_1+24-0) G A+B
1124  1+24 A+B+C

*

Entao, A+ B+ C representa a area de concentra¢ao na maxima desigualdade para [CTR).
A interpretacao por areas, por sua vez, determina como deve ser formulado, em funcao
das contribuicoes y; de cada familia, o célculo de G* no caso geral, identificando em
(Y1,...,Yy) o numero k € {1,..., M — 1} tal que



Yk+1

Ay, NYk+1

Figura 3. Intersecao da curva de Lorenz com o eixo x.
Fonte: elaboragao propria.

Zlfyj<06 ]f+1yj>0.

Para calcular a contribuicao da area do tipo A para uma curva de Lorenz como essa,
calcula-se a drea entre os vértices (0,0) e (£, 37 y;) (trapézios), somada a drea A (figura

k 1
3), limitada pelo eixo x e a curva de Lorenz entre os pontos t = — ex = — 4+ n—. O
) p p i AR

parametro 7 é definido por semelhanca de triangulos como sendo a proporc¢ao de yx1 que
-2y

somada a Zlf y; resulte zero, isto é, n = . Consequentemente A, = ——n?ypi1.
Yk41 . 2M
Analogamente, a contribuicao do tipo C' depende da area Cy = m(l —n)*yps1. A

partir desses célculos, é possivel incluir os termos correspondentes na equacao (3). A
formula indicada por Chen et al. tinha uma imprecisao, que foi corrigida por Berrebi e
Silber (1985) [BS], mas nao é necessario explicité-la aqui, pois, como ja dissemos, nossos
calculos sao realizados a partir das areas.

Em outro artigo notavel, Raffinetti, Siletti e Vernizzi (2014) percebem que, na presenca
de rendas negativas, a situacao de desigualdade méaxima para uma distribuicao com soma
total Ziw Y; =1, 1T, >0, onde T}, ¢ a soma total das rendas positivas ou nulas e 7T,
o valor absoluto da soma total das rendas negativas, ¢ determinada pela redistribuicao
(=T,,0,...,0,T,), desde que as redistribuicoes “permitidas”, além de preservarem a soma
total das rendas e o nimero de familias, sejam tais que as rendas de maior magnitude,
tanto positiva quanto negativa, nao ultrapassem 7, e —T,,, respectivamente. Com a
mesma ideia de comparar a area de concentracao da distribuicao com a area de concen-
tragao na desigualdade maxima, isto é, dividir o coeficiente de Gini G pelo valor maximo
que pode ser atingido, calculam a soma das diferengas absolutas para a redistribuicao

(=T,,0,...,0,T,):

M
S=) IV;-Yi|=2M - 1)(T, + T,),

ij=1

o que leva os autores a definir o coeficiente G*:

S
2(M —1)(T,+T,)

GP =



De Battisti et al. (2019) notam que, usando M — 1 no denominador da definigao de G,
tem-se

G- S B S
M -1)XY; oM = 1)(T, — Tn)
T,—1T, .
portanto GF = G (TPT) Para que essa relagao seja valida no nosso caso, temos que
p n

usar como definicio G¥ = m.

Para entender o que isso significa em termos de dreas, lembramos que em [CTR] a drea de
concentracao maxima foi caracterizada pela imposicao que a curva de Lorenz cruze o eixo
x cada vez mais préximo do ponto (1,0), minimizando a drea C'; mas deixando invariante

a drea A. J4 a desigualdade maxima em [RSV] maximiza a dera do tipo A: uma defini¢ao
equivalente para G é

A+B

GP =
(Al +A+A)+B+C’

onde A; + A + A, representa a area delimitada pela parte da curva de Lorenz da desi-
gualdade maxima que fica abaixo do eixo z (figura 4).

Al A A2 I 1

Figura 4. Curva de Lorenz de uma distribui¢ao com rendas negativas e curva de Lorenz
na desigualdade méxima segundo [RSV] (em vermelho).
Fonte: elaboragao propria.

A figura 4 é um argumento geométrico de que S = 2(M — 1)(7, + T,,) é o valor maximo
que pode ser atingido por uma redistribui¢ao com soma total das rendas T, — T,,. A
condi¢gao de comparabilidade entre redistribuigoes de [RSV] é equivalente a dizer que
duas redistribuicoes quaisquer tenham curvas de Lorenz com mesmo valor minimo.

T, —T
ComoGP:G(u>eG*:G(

), G pode ser interpretado como uma

T, +1T, 1+2A
correcao do fator multiplicativo de G*, considerando, em vez de A, a area maxima A; +
T,—T,
A+ As. De fato, quando consideramos a aproximagao B + C' = 1/2, igualando TPT
p n



a 1524 obtemos A = ﬁ, que é precisamente a area do retangulo delimitado pelo

eixo x e a linha y = entre t = 0 e x = 1, que é a area do tipo A da curva de

L
T,-T,
Lorenz para a situacao extrema de uma distribui¢ao continua (figura 5).
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Figura 5. Curva de Lorenz de uma distribuicao com rendas negativas e curva de Lorenz
na desigualdade maxima para distribuicoes continuas.
Fonte: elaboracgao propria.

Observamos novamente que essas consideragoes podem ser feitas para distribuicoes discre-
tas, usando-se M — 1 no denominador, obtendo o valor exato dos coeficientes. Raffinetti
et al. inclusive calcularam a drea maxima de concentracao nesse caso, obtendo

1 M-2 1 T T 1 1 (T,-T
A +A+A)+B — RS T (L T et i
(At At Ao+ B+C (2M+ M oM Tp> <Tn—Tp>+2 2M( T, )

p

Os autores comparam essa expressao com a area de concetracao na desigualdade maxima
1 1T,—T,
em [CTR] e concluem que ndo tinha sido considerada a parcela _W(%) Isto
p
de fato ocorre, mas é devido a definicdo em [CTR] usar, no denominador, M em vez de
M — 1, o que acarreta em B+ C' = % e a parcela apontada por [RSV] desaparece. Porém
nao é isso o que diferencia os coeficientes G* e G¥, e sim o fato de que as dreas A; e A,

nao foram consideradas por Chen et al. na desigualdade maxima.

O movimento da curva de Lorenz de uma dada distribuicao para a desigualdade méxima,
em [CTR], é levar a interse¢ao da curva com o eixo x o mais a direita possivel, preservando
a area A. J4 em [RSV], o movimento é puxar o ponto de minimo da curva o mais a
esquerda possivel e também empurrd-lo o mais a direita possivel (preservando o valor
minimo), trocando um ponto de minimo por um intervalo de minimo, maximizando o
comprimento do intervalo.

3 Solucgoes encontradas para nosso conjunto de dados.

Como ja apontado, nosso conjunto de dados nasce da tentativa de incluir pessoas escra-
vizadas na conta da renda e tentar estimar como seria a desigualdade de renda numa



sociedade escravocrata. Em [SMGG] estd explicitada a metodologia que permite inferir a
renda dos escravizados a partir de fontes como o Censo Geral do Império do Brasil de 1872,
as Listas de Qualificacao Eleitoral de 1876, inventarios post-mortem da década de 1870
(totalizando 367 inventarios) e periddicos locais, especialmente “O Pharol” (1876-1879).
As informacéGes contidas em cada uma dessas fontes sao, claro, limitadas e necessitaram
de certos ajustes, como os recortes para nosso local de andlise, o municipio de Juiz de
Fora - MG.

O vetor de distribuigao de renda contempla M = 27985 individuos (e nao familias, como é
mais comum, devido ao exposto em Andrade (1995) [A], que menos de 1/3 da populagao
escravizada pertencia a algum tipo de arranjo familiar). Desses, 13278 eram escravizados.
Esta populagao estd organizada em grupos de trabalhadores e a distribuicao de renda,
segundo [SMGG], estd dividida em 33 grupos de trabalhadores livres e trés grupos de
escravizados. Por exemplo, ha um grupo de 4128 pessoas costureiras e especializadas em
servicos domésticos, com renda anual individual de 1508000 réis, um grupo de 99 especia-
listas em trabalhos em madeiras e um grupo 12 especialistas em trabalhos em edificagoes,
ambos com renda anual individual de 3003000 réis. Os trés grupos de escravizados sao de-
finidos em analogia a trabalhadores rurais, trabalhadores urbanos sem profissao definida
(serventes, diaristas, etc.) e trabalhadores urbanos especializados (artesaos, serralheiros,
carpinteiros, etc.). Escravizados trabalhadores rurais tiveram sua renda estimada a partir
da média de rendas das fazendas de café e da produtividade anual estimada para escra-
vizados. Trabalhadores urbanos nao qualificados tiveram sua renda estimada a partir do
valor de seu aluguel anual. J4 trabalhadores especializados, a partir da renda de traba-
lhadores livres com mesma qualificacao. Todos estes datos estao disponiveis, bastando
solicitar.

Para o cenario de imputacao de renda zero aos escravizados, nao hé dificuldade adicional,
basta aumentar o numero de observacoes no vetor de distribui¢ao de renda, mantendo as
rendas positivas dos trabalhadores livres. O indice a ser calculado é GG, pois nao ha rendas
negativas. Obtivemos G = 0,77. A curva de Lorenz desta distribuigao estd ilustrada na
figura 6.
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Figura 6. Curva de Lorenz para imputacao de renda zero a pessoas escravizadas.
Fonte: elaboracao propria

Para construir os vetores de distribuicao de renda com imputagoes de rendas positivas ou
negativas aos escravizados, uma vez definidas as rendas anuais dos grupos de escravizados,
uma compensacao de sinal oposto deve ser feita aos trabalhadores livres, para que a soma
total das rendas seja preservada.

A redistribuicao com rendas positivas foi obtida imputando-se a cada escravizado uma
renda proveniente de grupos de trabalhadores livres, sendo a compensacao calculada em
dois passos. Primeiro, usamos a hipotese que cada grupo de trabalhadores livres possuia
escravizados trabalhadores urbanos (2° e 3% grupos descritos acima) proporcionalmente
a renda do grupo e retiramos da renda desse grupo, igualmente entre os individuos,
a proporcao correspondente da soma das rendas dos escravizados urbanos. No segundo
passo, nos restringimos aos escravizados trabalhadores rurais e aos lavradores proprietarios
de escravos, usando novamente a hipétese de proporcionalidade. No primeiro passo, todos
os grupos de trabalhadores livres tém sua renda modificada para baixo, no segundo, apenas
os lavradores.

Para construir o vetor de distribuicao de renda com imputacoes de rendas negativas
aos escravizados, que é o que nos interessa mais de perto no momento, a hipdtese de
proporcionalidade também se aplica, mas no sentido contrario: aos escravizados estao
atribuidas rendas negativas e as compensagoes aos trabalhadores livres sao positivas. Os
coeficientes normalizados foram calculados, obtendo-se G* = 0,94 ¢ G¥ = 0,76. A curva
de Lorenz para esta distribuicao estd ilustrada na figura 7.

As duas distribuigoes estudadas sao redistribuicoes da mesma renda a um mesmo nimero
de familias (no nosso caso, individuos). O movimento do vetor resultado da imputacao
de renda zero para aquele que resulta da imputacao de renda negativa é regressivo, isto
é, as transferéncias de renda sao dos mais pobres para os mais ricos. De certa maneira
pode-se dizer que cada incremento de renda para um determinado grupo de trabalhadores
livres é proveniente da expropriagao da mesma quantidade de renda dos grupos de escra-
vizados. Mesmo nao sendo transferéncias individuais de renda, movimentos como esse
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Figura 7. Curva de Lorenz para imputacao de renda negativa aos escravizados.
Fonte: elaboracao propria

sao composicoes de finitas transferéncias individuais (veja Castagnoli, E. e Muliere, P.,
(1989) [CP]). Neste trabalho, os autores destacam que vetores de distribuigao de renda
com mesma soma total de renda e mesmo nimero de observagoes tém uma ordem parcial
natural: sao comparaveis quando as respectivas curvas de Lorenz nao se interceptam,
sendo o vetor cuja curva de Lorenz estd abaixo chamado de “mais desigual”. Os enuncia-
dos em [CP] sao referentes a distribuigdes de rendas ndo negativas, mas a generalizagao ¢é
imediata. Note que esse é o nosso caso, veja a plotagem das duas curvas de Lorenz juntas
na figura 8. Claro, se poderia perguntar se de fato as curvas nao se cruzam, isto nao é
garantido pela figura, mas sim pelos dados disponiveis.

Mas ainda ha um problema a ser tratado na comparabilidade dessas distribuigoes. O
fato de que as transferéncias realizadas nao preservam a ordem anteriormente existente.
Especificamente, as mudancas de ordem apds a transferéncia proporcional do cenario de
renda zero para o cenario de renda negativa sao apenas:

(a) O grupo de renda zero é levado em trés grupos de rendas negativas, que naturalmente
ficam ordenados pela ordem decrescente da magnitude de suas rendas. Isso nao é uma
preocupagao, pois a ordem y; < ;41 ¢ ainda preservada: no méaximo, dois valores con-
secutivos que eram ambos nulos, depois da transferéncia sao diferentes, com o menor a
esquerda.

(b) A outra tnica mudanga de posi¢do acontece entre trés grupos de trabalhadores que
estao entre os 3% mais ricos da populacao. Precisamente entre os pontos de abscissa
x = 0,9747 e x = 0,9921 da curva de Lorenz das distribuicoes. Especificamente, an-
tes da compensacao tinhamos 483 lavradores com renda individual anual 2.000$000, trés
farmacéuticos com renda anual individual anual 2.037$483 e quatro juizes com renda
2.100$000, que apdés a compensagao passaram a ter rendas respectivamente iguais a
2.678%998, 2.484%806 e 2.561$049.
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Figura 8. Curvas de Lorenz para as situacoes em estudo: vermelha para a imputagao de
renda zero aos escravizados, azul para imputagao de renda negativa.
Fonte: elaboracao propria.

Uma pequena modificacao pode entao ser feita nesses valores, a saber, somar a renda
total desses trés grupos e dividir pelo nimero de individuos, de modo que todos eles agora
tenham a mesma renda, cujo valor é 2.676$846. Este ajuste é pequeno suficiente tanto
para nao modificar a esséncia da compensacao proporcional quanto para nao modificar
significativamente os coeficientes: para esta nova distribuicao, os coeficientes de Gini
normalizados sdo G* = 0,93757 e G = 0, 764223, enquanto que naquela obtida pela
compensacao proporcional tinhamos G* = 0,93758 e G¥ = 0,764224. As curvas de
Lorenz sao praticamente idénticas.

Entao, se consideramos o movimento do cenario de renda zero para o cenario de renda
negativa modificado como acima, temos uma transferéncia regressiva, portanto, pelo
principio de Pigou-Dalton, é esperado que um coeficiente que se proponha a medir desi-
gualdade aumente (ou pelo menos nao diminua - principio “fraco” de transferéncia). E,
como vimos, ndo é o que acontece com GF. De fato, com cinco casas decimais, para o
cenario de renda zero temos G = 0,77396. De qualquer maneira, talvez se possa dizer
que, na pratica, o coeficiente nao diminui, o que significa que ao menos o principio fraco
de transferéncias estaria satisfeito. Porém sao cenarios claramente distintos e o esperado
é que o de renda negativa represente uma desigualdade significativamente maior do que
o de renda zero.

A ideia para propor uma solucao para estes problemas, pelo menos nesse caso especifico,
é considerar os conceitos fundamentais presentes em [CTR] e [RSV]. A maximizagao pro-
posta por Chen et al. tem essencialmente a mesma ideia da desigualdade méxima para
rendas nao negativas, isto é, deslocar o ponto z,, a raiz positiva da funcao de Lorenz
da distribuicao, para a direita, levando-o o mais proximo de x = 1 possivel. Porém, ao
preservar a area A, a maximizagao proposta por [CTR] ndo determina a curva de Lo-
renz, portanto nao estd bem definida. J4 a situacao de maxima desigualdade descrita em
[RSV] ¢é obitida a partir de uma distribui¢do dada transferindo todas as rendas positivas
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ou nulas para a direita, no sentido dos mais ricos, até que um sé individuo receba toda a
renda positiva e o mesmo ¢é feito no sentido oposto: as rendas negativas sao transferidas
para a esquerda, para os mais pobres, até que um s6 individuo “receba” toda a renda
negativa. Ocorre que, no nosso conjunto de dados, rendas negativas sao imputadas teo-
ricamente, entao faz sentido considerar como situagao de desigualdade maxima apenas a
movimentacgao interna das rendas positivas, deixando inalterada a parte da distribuicao
referente as negativas. Faz sentido nao piorar ainda mais a desigualdade dentro do grupo
das pessoas escravizadas.

A ideia de [RSV] aplicada apenas ao lado direito do ponto de minimo da curva de Lorenz
da distribuicao leva a uma a redistribuicao que preserva a parte de rendas negativas e que
bem poderia ter sido usada como a pior possivel na normalizacao em [CTR], o que em
termos de calculo significaria definir o coeficiente de Gini normalizado por:

1
G'=@G
(1+2(A+A2)>’

onde A + A, representa a drea delimitada pela parte da curva de Lorenz da desigualdade
maxima que fica abaixo do eixo x, mas acima da curva de Lorenz entre x = 0 e o primeiro
ponto de minimo da fungao. (figura 9). Devido a natureza da construgao da situagao
maxima, escolhemos o indice u, fazendo referéncia a palavra unilateral.

Figura 9. Curva de Lorenz de uma distribuicdo com rendas negativa: a desigualdade
maxima obtida por “deslocamento unilateral” do ponto de minimo.
Fonte: elaboragao propria.

Algebricamente, o se o vetor de distribui¢ao de renda é (Y1,...,Ys, Yoi1,...,Ya), onde £
¢ o indice tal que Y; < 0 e Y, ;1 > 0, entao o vetor correspondente a desigualdade maxima
estd definido por (Y3,...,Y,0,...,0,7,). Geometricamente fica claro que qualquer outra
redistribuicao que fixe as rendas negativas tera sua curva de Lorenz totalmente acima ou
coincidente com a da desigualdade maxima. Em outras palavras, o coeficiente G* fica
bem definido.

Também é claro a partir da definicao que, na auséncia de rendas negativas, G* coincide
com (. Os valores que obtivemos no nossos conjuntos de dados foram G* = 0,907738
apos a compensacao proporcional e G* = 0,907736 apds a modificacao que preservou a
ordem crescente de renda dos individuos. Portanto, o coeficiente G* estd bem definido,
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respeitou Pigou-Dalton nesse caso pois cresceu apds uma transferéncia regressiva de renda
e tem um valor que a nosso ver representa melhor a situacio que G¥.

Assim, ao mesmo tempo que acreditamos ter avancado um pouco na discussao sobre
coeficientes de Gini normalizados para distribui¢oes com rendas negativas, entendemos
que esse estudo esta longe de ser definitivo.
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